Cviceni Programovani I

Cvicici:  Pavel Surynek, KTIML
surynek@ktiml .mff_cuni.cz
http://ktiml .mFfF_cuni.cz/~surynek
Semestr: Zima 2007/2008
Krouzek: Matematika/53
Rozvrh:  Streda 12:20-13:50 (u¢ebna K7)

Stru¢né poznamky ke cviceni z 24.10.2007

1. Organizacni zalezZitosti. Za domaci ukol byly tlohy potravni Fetézec, podivny sud a zase sirky.

2. Konec¢nost algoritmu. Kone¢nost algoritmi se ovétuje tak, ze jednotlivé stavy algoritmu ohodno-
time - naptiklad pfirozenymi nebo nezdpornymi realnymi ¢isly a snazime se dokazat, Ze toto ohodno-
ceni v pribéhu algoritmu klesa.
a) Dokazte, ze Euklidiv algoritmus na nalezeni nejvétSiho spoleéného délitele dvou cisel je
konec¢ny.
b) Uvazujme dva algoritmy, jejichz stavy jsou ohodnoceny realnymi ¢isly. Oba algoritmy
konéi pii ohodnoceni 0. Pro ohodnoceni stavii h: S — R, kde S je mnoZina stavi, prvniho
algoritmu splati, ze
36 e R,6 >0, ze Vi h(stav(i)) > h(stav(i + 1))+ 5, kde stav(i) je stav algoritmu v
kroku 1. Pro druhy algoritmus plati, Ze
Vi 3o eR,0 >0, ze h(stav(i)) > h(stav(i+1))+ 0, kde stav(i) je stav algoritmu v

kroku i. Vy3etiete kone¢nost obou algoritmi.

Refeni. a) Vsuvka: Jak pracuje Euklidiiv algoritmus? Mg&me ¢&isla N a m, hledame
NSD(m,n). Plati, z2¢ NSD(m,n)=NSD(m,n—m), pficemz n>m. Dale plati, ze
NSD(m,m)=m. Algoritmus pracuje tak, 7¢ v kazdém kroku algoritmu hledame
NSD(m,n). KdyzZ jsou N a m rizna, od vétsitho z N a M odeéteme mensi N a, jinak uz
mame NSD(m,n) (tj. kdyz jsou N a m stejna).

Stavem algoritmu jsou ¢isla N a M. Nabizi se tedy ohodnoceni h((m,n)) = m+n. Pii-

rozena ¢isla maji nejmensi prvek, ohodnoceni se v kazdém kroku zmensi asponi o 1, algorit-
mus tedy skon¢i.
b) Prvni algoritmus jisté skon¢i. Necht’ je na zac¢atku behu algoritmu ohodnoceni pocate¢niho

K
stavu h(stav(0)) = K. Jist& plati, Ze nejvyse po 5 krocich algoritmus skon¢i. Ohodnoceni

X6

se snizuje ,,stejnomeérne* (viz. matematicka analyza - stejnomérna konvergence, spojitost atd.).
Druhy algoritmus obecn¢ nemusi skoncit. Necht’ naptiklad ohodnoceni pocatecniho stavu je

1
h(stav(0)) =2 anecht’ &, = o (0 je v kazdém kroku jiné, proto ten index). V takovém pii-

pad¢ nemtizeme dokazat, Ze ohodnoceni nékdy klesne na 0, protoze i po nekonecné¢ mnoha

o0

krocich klesne ohodnoceni aspon o 1 (Z5i = Z—I =1), coz nemusi stacit.
i=1 i=1

3. Jak dlouho mizZe bézet program. Je mozné pro libovolné t > 0 napsat program, ktery bézi vice
nez t vtefin a pak zastavi. Pfedpokladame pfitom, Ze pocitac, na kterém program bézi, splituje bézna
fyzikalni omezeni, tj. napiiklad provedeni elementarni operace trva urCitou dobu, velikost paméti je



konec¢na atd. Na druhou stranu si situaci trochu idealizujeme - pfedpokladame, Ze pocita¢ mize bez
poruchy fungovat libovoln¢ dlouho.

Reseni. Jestlize ma poéitad kone&nou pamét, feknéme K bitdl, pak existuje 2k riznych stavi,
ve kterych se pocita¢ (program) muze nachazet. Elementarni operace pievadi pocitac (pro-
gram) z jednoho stavu do stavu nasledujiciho. Jestlize se stane, Ze pocita¢ (program) piejde do
nekteré¢ho ze stavi, ve kterych jiz byl, pak miizeme fict, Ze program je zacykleny a pobé&zi
vécné. Necht’ provedeni elementarni operace trva t; vtefin. Kdyz program b&zi déle nez {, 2%,
pak se jist¢ do nekterého ze stavli dostal podruhé, je tedy zacyklen a pobézi uz naveéky. Poza-
dujeme-li tedy, aby program bézel déle nez t, 2% vtefin a pak zastavil, neni tomuto pozadavku

mozno vyhovet.

4. Sedlovy bod. Je dana ctvercova matice nad celymi Cisly. Navrhnéte postup jak co nejrychleji v této
matici nalézt sedlovy bod. Sedlovy bod je misto v matici, které obsahuje nejvétsi hodnotu ve svém
fadku a nejmensi hodnotu ve svém sloupci nebo nejmensi hodnotu ve svém fadku a nejvétsi hodnotu
ve svém sloupci. Snazte se minimalizovat pocet kroktl, pfi¢emz za krok povazujeme kazdé podivani se
na poli¢ko matice. Napovéda: predvypocet.

Reseni. Neefektivng bychom mohli postupovat tak, Ze pro kazdy prvek matice ovéiime zda je
sedlovym bodem. K ovéfeni, zda dané misto matice obsahuje sedlovy bod lze provést pro-
hlédnutim vSech prvki v odpovidajicim fadku respektive sloupci. Toto prohlédnuti spotiebuje
zhruba 2N kroki, kdyZ pracujeme s matici typu N xN . Hledani sedlovych bodi v celé matici
tedy spotiebuje 2N*, protoze musime provést uvedené ovéfeni pro kazdé misto v matici, kte-
rych je N°.

Efektivnéji miizeme postupovat tak, ze pro kazdy tadek resp. sloupec nalezneme misto
(mista), ktera obsahuji nejvetsi resp. nejmensi prvek. Nalezeni nejmensiho prvku v fadku spo-
tiebuje N krokd, totéz pro nejveétsi prvek v fadku a podobné i pro sloupce. Na kazdy radek te-
dy pfipada 2N kroka a na kazdy sloupec pfipada také 2N krokt. Celkem 2N? kroki. Pro
kazdé misto v matici pak ovétime, zda odpovida mistu nejvétsiho prvku v daném fadku a nej-
mensimu prvku v daném sloupci nebo naopak tj. mistu nejmensiho prvku v daném tadku a ne-
vétsimu prvku v daném sloupci. Toto ovéfeni spotiebuje zhruba 4 kroky. Celkem tedy mame
2N? +4N’=6N". To je lepsi nez 2N°.

5. Vyhledavani s setfidéné posloupnosti. Je dana setéidéna posloupnost N pfirozenych ¢&isel (napii-
klad: 5, 20, 27, 35, 60, 66, 91). Navrhnéte algoritmus, ktery pro dané ptirozené ¢islo X (naptiklad: 26)
a zminovanou posloupnost a rozhodne, zda se zadané pfirozené ¢islo nachazi v zadané posloupnosti (v
uvedeném piikladé bude odpovéd ne). Algoritmus miize provadét operace porovnani a v kazdém kro-
ku se ,,mlze podivat* na jedno Cislo na libovolné pozici v posloupnosti. Snazte se minimalizovat pocet
kroki algoritmu (porovnani, podivani se, ... se povazuje za krok).

Reseni. Ukol je nalézt zadané ¢&islo v setiidéné posloupnosti mezi pozici 1 a pozici N (v&et-
n¢). Miizeme se na situaci divat obecnéji: ukolem je nalézt zadané Cislo v setfidéné posloup-
nosti mezi pozici d a pozici h (véetné), kde d <h. Kdyz d =h, ovéfime ¢islo na pozici d a
odpovime (na toto spotfebujeme jeden krok). Kdyz d <h, podivame se na Cislo na pozici
[(d+h)/2]. KdyZ je rovno hledanému X, odpovidame ano, kdyZ je mensi nez X, fesime tlo-
hu stejného typu pro hledani mezi pozicemi [(d +h)/2]+1 a h, a nakonec kdyZ je vétsi nez
X, fe§ime lohu stejného typu pro hledani mezi pozicemi d a [(d +h)/2]-1 (spotiebujeme
jeden krok a kroky na vyfeSeni mensi tlohy stejné¢ho typu).

Pocet krokti na vyfeSeni ulohy velikosti N ozna¢ime jako T(N), kde velikost tlohy je
pocet prvkll mezi pozicemi, mezi kterymi hledame. Plati rovnosti T(1)=1 a T(N)=T(N/2)+1.
Z t&chto rovnosti lze odvodit, ze T(N)=[log, N |. Nahlédneme indukci. Pro mala N ovéfime.
Pak, kdyz T(n)=[log,n| pro (¥n)(n<N), odvodime T(N)=T(N/2)+1=[log,(N/2)]+1=



=[log, N —log,2]|+1=[log, N -1]+1=[log, N |-1+1=[log, N |. Indukéni ptedpoklad se pouzi-
jepro T(N/2),nebot N/2<N .

6. Pigeonhole principle (kaZzdy holub ma svou pfihradku). Boole-
ovska formule v konjunktivné disjunktivnim tvaru je konjunkce dis-
junkei. Naptiklad (X, v X, v —=X) A (X, V=X V X ) A (=X, v X)), kde x;
jsou Booleovské proménné, tj. proménné, které mohou nabyvat hod-
not pravda ¢i nepravda. Pro formule tohoto tvaru se Casto pouziva
zjednoduseny zapis kdy pouze vypiSeme indexy proménnych v jednot-
livych disjunkcich s pfipadnym znaménkem minus, pokud jde o nega-
ci proménné. Formule (X, v X, v =Xs) A (X, V=X, V X,) A (=X, Vv X;) by se

tedy dala napsat jako:
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Mame-li formuli, zajimavou otazkou je, zda pro ni existuje ohodnoceni proménnych takové, Zze celko-
vé je tato formule pravdiva. Formule (X, v X, v —=X,) A (X, V=%, V X;) A (=X, v X;) ma pravdivé ohodno-

ceni x, = pravda, X, = pravda, X, = pravda a ostatni proménné libovolné€. Pokuste se zjistit, zda existu-
je pravdivé ohodnoceni pro nasledujici formuli. Navrhnéte algoritmus, ktery by provedl praci za Vas.
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ReSeni. Lze si vimnout, Ze vyrok x, lze interpretovat jako vyrok ,holub &islo 1 v ptihradce
1. Vyrok x, lze interpretovat jako vyrok ,.holub ¢islo 1 v ptihradce 2%, atd.. Vyrok x, 1ze in-
terpretovat jako ,.holub ¢islo 2 v piihradce 1. Vyrok x, lze interpretovat jako ,,holub ¢islo 2 v
prihradce 2%, a tak dale pro celkem 7 holubti a 6 ptihradek. Disjunkce se dvéma Cleny interpre-
tujeme obdobné: ¢ili prvni disjunkce se dvéma Cleny by se interpretovala neplati ,,holub cislo
1 v ptihradce 1* nebo neplati ,,holub cislo 2 v ptihradce 1%, jinak feCeno nesmi nastat situace,
ze ,holub cislo 1 a zaroven holub ¢islo 2 v pfihradce 1. Prohlédneme-li si v tomto smyslu
vSechny dvouclenné disjunkce mtizeme fici, Ze Zadni dva holubi nesmi byt v zadné ptihradce
spolecné (v jedné piihradce tedy nejvyse jeden holub).

Disjunkce na konci obsahujici Sest ¢lent fikaji, ze kazdy holub ma byt v nékteré z prihra-
dek. Cela formule tedy pozaduje: dejte vSechny holuby do piihradek a ptitom v kazdé ptihrad-
ce smi byt nejvySe jeden holub. Holubti je 7, ale pfihradek jen 6. Zadana formule tedy nema
zadné ohodnoceni svych proménnych, které by ji spliovalo.



