Cviceni Programovani I

Cvicici:  Pavel Surynek, KTIML,
pavel .surynek@seznam.cz
Semestr: Zima 2005/2006
Krouzek: Matematika/59
Rozvrh:  Patek 10:40-12:10 (u¢ebna K2)

Stru¢né poznamky ke cviceni ze 21.10.2005

1. Organizaéni zaleZitosti. Bude se konat uvod do vyvojového prostiedi Turbo Pascal v nékteré z
pocitacovych laboratofi. Odhlasovalo se, ze se schiizka za u¢elem tréninku Pascalu bude konat v patek
4.11. v pocitacové laboratofi v Karling.

Jakékoli dotazy ke cviceni lze posilat na uvedenou e-mailovou adresu. Osobni konzultace ke
cviceni 1ze dohodnout e-mailem (alespon den pfedem).

2. Uloha o odebirani sirek (prvni varianta). Na hroméadce je N sirek. Nad touto hroméadkou se
sejdou dva hraci a budou hrat hru nasledujicim zptisobem. Hraci se stfidaji a v kazdém tahu hrac ode-
bere 2% sirek, kde K € {0,1,2,...} a je nejvétsi mozné. KdyZ hrad nemiize provést tah, tj. kdyZ na ngj
nezbyla zadna sirka, prohral. Navrhnéte optimalni hraci strategii.

ReSeni. Je velmi snadné! Neni co navrhovat, staéi se podivat na dvojkovy zapis &isla N .
Vsuvka: co je to dvojkovy zapis ¢isla N ? Dvojkovy (nebo také binarni) zapis ¢isla N je
by..,bb,, kde N =b,2" +...+b,2> +b,2" +b,2°, pticemz b, €{0,1} Vi . Napriklad &islo
13 ma dvojkovy zapis 1101. K tomu Ize dojit napiiklad tak, ze 13/2=6 a zbytek je 1 (zapiSeme
1 do vysledného cisla), 6/2=3 a zbytek je 0 (zapiSeme 0 do vysledného ¢isla), 3/2=1 a zbytek
je 1 (zapiseme 1 do vysledného Cisla) a nakonec 1/2=0 a zbytek je 1 (zapiSeme 1 do vysledné-
ho ¢isla). Zpét k tloze. Co se déje s dvojkovym zapisem poctu zbyvajicich sirek, kdyz hra¢
provede tah ? Odpovéd je jednoducha. Zmizi jednicka na prvni pozici (na pozici uréujici nej-
vyss$i fad). To znamend, Ze hra je urCena pouze poctem jednicek ve dvojkovém zapisu poctu
sirek na zacatku hry. Kdyz je pocet jednicek ve dvojkovém zapisu ¢isla N sudy, tak hrag, kte-
ry zaina hru jisté prohraje. A naopak, kdyZ je pocet jedniek ve dvojkovém zapise ¢isla N
lichy, tak hrac, ktery hru zacina jisté vyhraje.

3. Uloha o odebirani sirek (druha varianta). Na hromadce je zase N sirek. A zase se nad touto
hromadkou sejdou dva hraci a budou hrat hru. Hraci se stfidaji a v kazdém tahu hra¢ odebere 2% sirek,
kde k €{0,1,2,...} . Kdyz hra¢ nem@ize provést tah, tj. kdyZ na n&j nezbyla Z4adn4 sirka, prohral. Na-
vrhnéte optimalni hraci strategii. Rozdil oproti prvni varianté je, Ze nepozadujeme, aby hrac¢ odebiral
maximalni pocet sirek, které mu dovoluje dané pravidlo.

Reseni. Trochu to bylo za DCV. UvaZzme nejprve situace, kdy zbyva maly podet sirek, fekng-
me 1,2,3,4,5,6. Snadno zjistime, Ze kdyZ je na tahu prvni hra¢ a zbyva 1,2,4 nebo 5 sirek, tak
vyhraje (prohraje druhy hrac). Kdyz je na tahu prvni hrac a zbyva 3 nebo 6 sirek, tak prohraje
(vyhraje druhy hrac). Toto snadné zjisténi se provede tak, ze vyzkousime vSechny mozné zpt-
soby hrani v danych situacich (sirek je malo, takze to jde). Zda se tedy, Ze bychom mohli vy-
slovit hypotézu, ze kdyz zbyva 3m sirek, kde m € {0,1,2,...}, a je na tahu prvni hrag, tak prv-
ni hra¢ prohraje (vyhraje druhy hrag). A zaroven, kdyz zbyva 3m+1 nebo 3m+2, kde
m e {0,1,2,...}, a je na tahu prvni hra¢, tak prvni hra¢ vyhraje (prohraje druhy hra¢). Zkusme
tedy tuto hypotézu dokazat. Postupovat budeme matematickou indukci. Pro pocet zbyvajicich



sirck N =1,2,3,4,5 a 6 je hypotéza jiz dokazana, to nam poslouzi jako po¢ate¢ni krok induk-
ce. M&jme tedy N > 6 a predpokladejme, Ze hypotéza plati pro viechny mensi pocty zbyvaji-
cich sirek. Dale predpokladejme, ze hrac-protivnik hraje, jak nejlépe miize. Z hlediska hledani
optimalni strategie nebude vadit, kdyby hral hife. Kdyby hral protivnik htife nez je jeho nej-
lepsi (optimalni) strategie umozni, nam to vitézstvi i v plvodné prohravajicich situacich.
Necht N =3m pro n&jaké me {0,1,2,...} a necht je na tahu prvni hra¢. Potom, kdyz prvni
hra¢ provede libovolny tah, zbude po jeho tahu 3n+1 nebo 3n+2 sirek, kde ne€{0,1,2,...}
a n<m. 3n, kde n<m, sirek zbyt po tahu nemiize, protoze pak by se dala vyfesit rovnice
3j= 2", coz nejde. Tedy, po provedeni tahu prvniho hrace hraje druhy hra¢ a zbyva na n¢j
3n+1 nebo 3n+2 sirek, z indukéniho piedpokladu vime, Ze v takové situaci druhy hra¢ vy-
hrava, tedy prohrava prvni hra¢, coz potvrzuje hypotézu. Nechtt N =3m+1 nebo
N =3m+2 pro n&aké me{0,1,2,...} a necht je na tahu prvni hra¢. Potom se prvni hra¢
muZe jednim tahem dostat do situace, kdy zbyva 3m sirek a je na tahu druhy hra¢. Z indukgé-
niho predpokladu vime, Zze v takovém piipad¢ druhy hra¢ prohrava, tedy vyhrava prvni hrac.
To je opét v souladu s hypotézou. Tim je hypotéza dokdzana pro vSechna N .

4. Hanojské véZe. Hra hanojské véze vypada tak, ze mame tii koliky, na kterych jsou navleceny disky
ruznych velikosti (riznych prumérti). Musi platit, ze kdyZz jsou dva disky navleCeny na stejném koliku,
tak mensi disk vzdy lezi na vétSim disku. Na zacatku hry jsou vSechny disky na prvnim koliku. Nasle-
dujici obrazek to ilustruje.
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Pravidla hry jsou jednoducha, vzdy je mozné pfemistit disk z jednoho koliku na jiny s tim, Ze ci-
lovy kolik je bud’ prazdny nebo vrchni disk na cilovém koliku je vét§i nez premistovany disk. Ukolem
hry je pfemistit vSechny disky z prvniho koliku na jiny (na druhy nebo tfeti). Urcete pocet nejmensi
pocet krokl potfebnych k vyfeSeni tlohy. Piedpokladejme, Ze na prvnim koliku je N diskd. VyuzZijte
symbolu O pro asymptotickou nerovnost funkeci.

Pocatecni situace

Reseni. Ulohu lze vyfesit rekurzivnim rozkladem. M&jme na prvnim koliku N diskd. Piedpo-
kladejme, Ze umime ulohu vyfesit pro N —1 diskd. Pak lze tlohu s N disky vyfesit tak, Ze
nejprve premistime N —1 diskd z prvniho koliku na jiny kolik (ne na ten, ktery jsme si zvolili
za cilovy). Dale presuneme zbyly (nejvétsi) disk z prvniho koliku na cilovy a nakonec pfemis-
time N —1 diskl z pomocného (ne prvni a ne cilovy) koliku na cilovy. Samoziejmé pfi tomto
rekurzivnim rozkladu musime umét vyiesit ulohu pro N =1, coz umime (jen se piemisti ten je-



den disk na cilovy kolik). Ozna¢me K(N) nejmensi pocet krok potiebnych k vyfeseni Glohy s
N disky na prvnim koliku. Z uvedeného postupu vime, Ze plati:

K(I)=1a

K(N)=K(N=-1)+K(N-=1)+1=2K(N =1)+1.
Resime tedy rekurzivni rovnici. Zkusime dosadit par hodnot a rozepsat vyraz podle rekurzivni-
ho zadani. K(1)=1, K@2)=2K(1)+1=3, K@)=2K2)+1=22K{1)+1)+1=
=2%3+1=7, atd. Miizeme vyslovit hypotézu, ze K(N)=2" —1. Pro nékolik prvnich N to
plati. Dale budeme postupovat matematickou indukci, necht’ hypotéza plati pro v§echna N < N ,
tedy K(n)=2"—1 pro viechna n<N. K(N)=2K(N —1)+1, z indukéniho piedpokladu
vime, ze K(N—=1)=2""+1. To dosadime: K(N)=2Q2"" -1)+1=2" —2+1=2" —1.
Tim je hypotéza dokazana.

Zapi¥me to asymptoticky: K(N) je O(2").
Vsuvka: Kdyz plati, ze f je O(Q), ¢ili funkce f je asymptoticky mensi nebo rovna funkci
g, a zaroven g je O(f), ¢ili, ze funkce g je asymptoticky mensi nebo rovna funkci f, fi-
kéme, ze funkce f a @ jsou asymptoticky stejné, znacime to f je ®(Q) (velké fecké pisme-
no théta), coz je ekvivalentni g je O(f). V tomto piikladé mizeme klidn& napsat, ze K(N)
je ®(2"), protoze jsme to spoditali presné. Asymptotickou stejnost, ale naptiklad nebylo moz-

no pouzit v ptikladé o vazeni kuli¢ek pomoci stromového schématu (tloha 4. ze 14.10.). Roz-
myslet pro¢ (je to jednoduché) !

5. Hromada ¢ili halda. Hromada, pfesnéji 2-regularni hromada, je binarni strom spliujici nasledujici
podminky:
i. (trochu neformalng) Strom je zapliiovan zleva, tj. vzdy vypada nasledovné:

ii. Uzly stromu jsou ohodnoceny a plati, ze ohodnoceni syna vrcholu v je vétsi (vétsi ne-
bo rovno) nez ohodnoceni vrcholu Vv (jejich otce).

Vsuvka: Co je to strom ? Strom je souvisly graf bez kruznic. Co je to graf ? Neformalné: graf jsou
vrcholy, z nichZ nékteré jsou po dvojicich pospojované spojnicemi (Earami). Formalngji graf G je

\Y Vv
dvojice (V,E), kde V je mnozina vrcholtia E (zj je mnozina hran. Pfi¢emz (ZJ znaci viechny

dvojice vrcholl. Souvislost znamena, ze je mozné dostat se z libovolného vrcholu pres hrany do libo-
volného jiného vrcholu. Graf obsahuje kruznici, kdyz mezi dvéma vrcholy existuji dve rtizné cesty, jak
se z jednoho dostat skrz hrany do druhého.

Definici a konstrukci haldy objasnime na ptikladu. Budeme chtit do haldy vlozit prvky 55, 31,
4,27,99,42a2.
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Pti konstrukci haldy postupujeme tak, Ze vytvofime uzel stromu do jesté nezaplnéné hladiny co nejvi-
ce doleva, tam vlozime novy prvek. Tim se ale mize porusit podminka na uspofadani. Tu opravime
tak, Ze prohodime otce a prvek novy prvek. Tim ale mizeme porusit podminku na uspotradani pro otce
nov¢ vytvoreného vrcholu. Opét podminku opravime stejnym zpiisobem a pokracujeme tak dlouho
dokud se podminku na uspotfadani nepodaii pro predchiidce zménéného vrcholu splnit nebo nedojde-
me ke kofeni stromu.

Evidentné plati, Ze v kofeni stromu je nejmensi prvek. Pokusme se toho vyuzit pro setfidéni
prvkt. Odeberme koten haldy a jeho hodnotu zafad'me do setfidéné posloupnosti.

Settidéna posloupnost: 2
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Nyni je potfeba haldu opravit. To se provede tak, ze do kofene pfesuneme nejpravejsi vrchol z
nejspodnéj$i hladiny. Tim zajistime splnéni podminky na tvar haldy, ale porusi se tim podminka na
usporadani. Podminku na uspofadani opravime postupnym snizovanim nového kofene smérem k sy-
novi s mensim ohodnocenim. To provadime tak dlouho dokud neni podminka na usporadani splnéna.
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Va$im tkolem je spocitat pocet krokd, jeZ je potieba na setfidéni posloupnosti N ¢isel. Za krok
se povazuje jakakoli elementarni operace. Predstavte si, ze ulohu fesite pomoci tuzky a papiru, ele-
mentarni operaci je pak tfeba nakresleni ¢arky. Pocet krokl vyjadiete asymptoticky. Vyuzijte symbolu

O nebo ©O.

ReSeni. Bylo za DCV.

6. NenaZrany velbloud. Velbloud stoji na pousti u hromady banant (tentokrat je to normalni hromada
v bézném slova smyslu, ne ta z piedchozi ulohy). Banant je 3000. Ukolem je dopravit co nejvice ba-
nanti do 1000 km vzdalené oazy. Velbloud uveze nejvyse 1000 banant. Problém je, Ze velbloud ma
jistou spotiebu, jmenovité jeden banan na jeden kilometr. Cestou si velbloud mtze kdykoli jakykoli
pocet bananti odlozit a potom se k nim vratit.



