Cviceni Programovani I

Cvicici:  Pavel Surynek, KTIML,
pavel .surynek@seznam.cz
Semestr: Zima 2005/2006
Krouzek: Matematika/59
Rozvrh:  Patek 10:40-12:10 (u¢ebna K2)

Stru¢né poznamky ke cviceni ze 4.11.2005

1. Organizacni zaleZitosti. Na pristim cviCeni, tj. 11.11. se bude psat kratka pisemka. V pisemce bude
n¢jaka uloha na logickou tvahu a tloha na napsani jednoduchého programu v Pascalu.

Jakékoli dotazy ke cviceni Ize posilat na uvedenou e-mailovou adresu. Osobni konzultace ke
cviceni 1ze dohodnout e-mailem (alespon den pfedem).

2. NenaZrany velbloud. Velbloud stoji na pousti u hromady banani (tentokrat je to normalni hromada
v bézném slova smyslu, ne ta z pfedchozi tlohy). Bananii je 3000. Ukolem je dopravit co nejvice ba-
nantt do 1000 km vzdalené odzy. Velbloud uveze nejvyse 1000 banant. Problém je, Ze velbloud ma
jistou spotiebu, jmenovité jeden bandn na jeden kilometr. Cestou si velbloud mize kdykoli jakykoli
pocet bananti odlozit a potom se k nim vratit.

Reseni. Nasledujici feseni bylo predvedeno na cvieni. Velbloud je efektivné vyuzit, kdyz je
plné naloZzen, tj. kdyz si pfed tim, nez vyrazi, nalozi 1000 banand. Pfedpokladejme, ze si vel-
bloud udé¢la zastavku, kde si bude vytvaret novou hromadu banant (to je nutné jinak do oazy
nic nedoveze). Velikost hromadky na zastdvce musi byt délitelna 1000, jinak by v dalSich kro-
cich nebylo mozno velblouda plné nalozit a byl by vyuzit neefektivné. Na hromadce tedy musi
byt 1000 nebo 2000 banand. Hromadku o velikosti 1000 bananti je mozno vytvofit ve vzdale-
nosti 400 km, velbloud vyrazi z pocatku tfikrat pln€ nalozen, cestu k hromadce projde celkem
pétkrat, coz odpovida spotiebé 2000 sezranych banand. Potom feSime ulohu, jak dopravit co
nejvic z 1000 banand do 600 km vzdalené oazy, to uz se vyiesi rovnou a vyjde, Ze velbloud do
oazy dopravi 400 banani. Druhd moznost je, Ze si velbloud vyrobi hromadku s 2000 banand.
Takovou hromadku Ize nahromadit ve vzdalenosti 200 km, velbloud vyrazi tfikrat pln¢ nalo-
zen, cestu k hromadce projde celkem pétkrat, coz odpovida 1000 sezranych bananti. Potom fe-
$ime ulohu, jak dopravit 2000 banant do 800 km vzdalené oazy. Opét bude nutné dopravovat
banany se zastavkou, jinak nedostaneme lepsi feSeni neZ jiz nalezené. Na zastavce si velbloud
nahromadi 1000 banand. Druhou hromadku je mozno vytvofit ve vzdalenosti 333 km od prvni
zastavky, velbloud vyrazi dvakrat pIné nalozen od prvni hromadky, cestu pfitom projde tfikrat,
coz odpovida 999 sezranych bananti. Zbyva vyftesit ulohu, jak dopravit co nejvic z 1001 bana-
nt do 467 km vzdalené oazy. To se vyiesi uz rovnou a vyjde, ze velbloud do oazy doveze 533
banani (jeden banan ziistane na druhé zastavce). To je lepSi feseni nez v ptipad¢, kdy je veli-
kost prvni hromadky 1000 banant.

3. T¥idéni pomoci haldy. Pomoci datové struktury halda je mozné tfidit data podle velikosti. Pfedpo-
kladejme, ze mame N ¢isel, které chceme pomoci hlady sefadit podle velikosti. Jak se to déla, uz
vime. Vasim ukolem je nyni spocitat pocet krokd, resp. pocet elementarnich operaci, kterych je k tomu
zapotiebi (elementarni operaci se pfitom mysli naptiklad porovnani dvou prvki, nakresleni spojnice
mezi prvky atd.). PoCet operaci odhadnéte také asymptoticky.

ReSeni. a) VytviFeni haldy. V prvni fazi vytvaiime haldu tak, ze do ptivodné prazdné hlady
postupné vkladame zadané prvky. Vlozeni prvku do haldy o velikosti K spotiebuje jednu
operaci na vlozeni prvku do posledni hladiny haldy (vytvofeni spojnice) a nejvyse log, K
operaci na opravu podminky na uspofadani pro nové vlozeny prvek (pfi opravé podminky na



usporadani se provadi nejvyse jedna oprava pro jednu hladinu, hladin je log, K ). Celkem je

N N
tedy na vytvoreni haldy potieba Zl +log, K < Zl +log, N <N +Nlog, N.

K=1 K=l
b) Zatiid’ovani nejmensich prvki. Na utrzeni minima z haldy spotiebuje jednu operaci. Pie-
sun nahradniho prvku do kofene haldy je také jedna operace (3, kdyz pocitame zruseni a vy-
tvareni spojnic). Dalsi operaci spotfebuje zatazeni prvku do vysledné posloupnosti. Poté je po-
tfeba opravit podminku na uspotadani kvili novému kofenu, na to je potfeba nejvyse log, K
operaci, kde K je velikost haldy. Provadi se nejvyse jedna oprava pro jednu hladinu v haldé,
pficemz hladin je log, K. Celkem je tedy na zatfidovani potfeba nejvyse

ZI:3+10g2 K< le3+log2 N <3N +Nlog, N .

K=N K=N

Zavér. Na setiidéni N prvkd s pouzitim datové struktury halda je zapotiebi nejvyse
3N +2Nlog, N operaci. 3N +2Nlog, N je O(Nlog, N). Oznaéme P(N) skute¢ny
pocet operaci na setiidéni N prvka pomoci haldy, plati, Ze P(N) <3N +2N log, N , samo-
ziejmé také plati P(N) e O(N log, N). To jsme jen symbolicky zapsali dokazané tvrzeni o
poctu kroki algoritmu. Plati, ze P(N) € ©(N log, N) ? To neplati, protoze P(N) mize byt
nékdy hodn¢ malé (v pfipadé, Ze se neprovadi Zadna oprava uspotadani) a nelze tedy najit ta-
kovou konstantu €, aby P(N)>cN log, N pro skoro viechna N .

4. Parcialni spravnost algoritmu. Ovéfovani spravnosti (korektnost) algoritmti je obtizné, nékdy
neproveditelné. Z tohoto diivodu se Casto ukazuje jen tzv. parcialni spravnost algoritmi. Algoritmus je
parcialn¢ spravny, jestlize plati, ze kdyz algoritmus skon¢i, tak vyda spravny vystup (pfedpoklada se,
ze spravnost vystupu dokazeme ovétit). Dokazte, Ze tfidéni pomoci haldy je parcialné spravny algo-
ritmus.

Reseni. Parcialni spravnost algoritmu budeme dokazovat sporem. Necht algoritmus vydal ne-
spravny vystup. Jak vypada nespravny vystup ? Nespravny vystup bud’ neobsahuje vSechny
tfidéné prvky, v tomto pripad¢ dostavame ihned spor s tim, Ze algoritmus skonci, az kdyz je
halda prazdna. Nebo vysledna posloupnost obsahuje vSechny prvky, ale Spatné setiidéné. Uva-
zujme, Ze jsme puvodné tiidili prvky 55, 31, 4, 27, 99, 42 a 2 a necht’ algoritmus vydal po-
sloupnost 2, 4, 27, 42, 55, 31, 99 (spravny vysledek by byl 2, 4, 27, 31, 42, 55, 99). Uvazujme
okamzik, kdy do vysledné posloupnosti algoritmus vklada cislo 42. V tomto okamziku halda
obsahuje prvky 42, 55, 31 a 99. Jestlize bylo do vysledné posloupnosti vlozeno ¢islo 42, muse-
lo se tomto okamziku nachézet na vrcholu haldy, v hald¢€ se ale také nachazelo ¢islo 31, které
neni v kofeni. To je ale spor s podminkou na usporadani haldy.

5. Konec¢nost algoritmu. Konecnost algoritmil se ovéfuje tak, ze jednotlivé stavy algoritmu ohodno-
time - napfiklad pfirozenymi nebo nezdpornymi redlnymi Cisly a snazime se dokazat, Ze toto ohodno-
ceni v prib&hu algoritmu klesa.
a) Dokazte, ze Euklidiv algoritmus na nalezeni nejvétsSiho spole¢ného délitele dvou cisel je
konecny.
b) Uvazujme dva algoritmy, jejichZ stavy jsou ohodnoceny realnymi ¢isly. Oba algoritmy
kong&i pti ohodnoceni 0. Pro ohodnoceni stavit h: S — R, kde S je mnozina stavi, prvniho
algoritmu splati, ze
36 e R,0>0, ze Vi h(stav(i)) > h(stav(i +1)) + 0, kde stav(i) je stav algoritmu v
kroku i . Pro druhy algoritmus plati, Ze
Vid6 eR,6 >0, ze h(stav(i)) > h(stav(i +1))+ o, kde stav(i) je stav algoritmu v
kroku i . Vysetfete kone¢nost obou algoritmd.

ReSeni. a) Vsuvka: Jak pracuje Euklidiv algoritmus ? Mg&me &isla n a m, hledame
NSD(m,n). Plati, z¢ NSD(m,n)=NSD(m,n—m), pfiemz n>m. Déle plati, ze
NSD(m,m)=m. Algoritmus pracuje tak, 7¢ v kazdém kroku algoritmu hleddme



NSD(m,n). Kdyz jsou n a m rizna, od vétsiho z N a m odecteme mensi N a, jinak uz
mame NSD(m,n) (tj. kdyZjsou N a m stejna).
Stavem algoritmu jsou &isla N a m . Nabizi se tedy ohodnoceni h((m,n)) =m+n. Pfi-

rozena ¢isla maji nejmensi prvek, ohodnoceni se v kazdém kroku zmensi aspon o 1, algorit-
mus tedy skon¢i. Rozmyslete !
b) Prvni algoritmus jisté skonci. Necht’ je na zacatku béhu algoritmu ohodnoceni pocatecniho

K
stavu h(stav(0)) = K. Jist& plati, Ze nejvyse po 3 krocich algoritmus skon¢i. Ohodnoceni

p413

se snizuje ,,stejnomeérné* (viz. matematicka analyza - stejnomérna konvergence, spojitost atd.).
Druhy algoritmus obecn¢ nemusi skoncit. Necht’ naptiklad ohodnoceni pocatecniho stavu je

1
h(stav(0)) =2 anecht’ &, = o (0 je v kazdém kroku jiné, proto ten index). V takovém pri-

pad¢ nemtizeme dokazat, Ze ohodnoceni nékdy klesne na 0, protoze i po nekonecné¢ mnoha

0

krocich klesne ohodnoceni aspon o 1 (Zé‘, = Z—I =1), coZ nemusi stacit.
i=1 i=1

6. Jak dlouho miize béZet program. Je mozné pro libovolné t > 0 napsat program, ktery bézi vice
nez 1 vtefin a pak zastavi. Pfedpokladame pfitom, Ze pocita¢, na kterém program bézi, splnuje bézna
fyzikalni omezeni, tj. naptiklad provedeni elementarni operace trva urcitou dobu, velikost paméti je
konec¢na atd.

ReSeni. Bylo za DCV. Odpovéd zni: moZné to neni. Jestlize ma po¢itaé kone&nou pamét’,
feknéme K bittll, pak existuje 2k ruznych stavi, ve kterych se pocita¢ (program) mize nacha-
zet. Elementarni operace prevadi pocita¢ (program) z jednoho stavu do stavu nasledujiciho.
Jestlize se stane, Ze pocita¢ (program) piejde do nékterého ze stavli, ve kterych jiz byl, pak
miZzeme fict, Ze program je zacykleny a pobézi vécné. Necht provedeni elementarni operace
trva t, vtefin. KdyZz program bézi déle nez to2k , pak se jisté do nékterého ze stavti dostal po-
druhé, je tedy zacyklen a pobézi uz naveéky. Pozadujeme-li tedy, aby program bézel déle nez
t, 2% vtefina pak zastavil, neni tomuto pozadavku mozno vyhovét.



